Procesarea Semnalelor
Notite Curs 5.
Transformata Fourier - Esantionare

1 Transformata Fourier countinua directa si in-

3

versa

Reamintim definitiile transformatelor Fourier direct si indirecte [1] pentru cazul
continuu, respectiv:

X(w) =F{z(t)} = /:X’ x(t)e 2™l qt, (1)

ot) =7 {(x@) = [ X (W) . @)

Observati ca semnul in argumentul exponentialei nu conteaza, atata vreme
cat semnele difera.

De ce este (2) inversa transformaérii din (1)? Cum demonstram acest lucru?
Folosim definitia lui X (w) inapoi in formula (2):

l’(t) :/ X(w)erTrwtdw — / e2j7rwtdw/ JJ(T)e_2jTWTdT
o . -

:/ JC(T)dT/ e2Imw(t=7) g,

Pentru a calcula ultima integrala vom folosi:
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Aici am folosit faptul c& sin(t) = %Jt (si cos(t) = W) iar functia
sinc definita mai sus este:

sin(t) and ¢ £ 0
sinc(t) =4t 7 cz}n 7 (5)
1, cand t = 0.
Am folosit si functia delta Dirac:
and t =0 e
sty = oo can astfel incat / 5(t)dt = 1. (6)
0, cand t # 0 oo

Atentie, 6(¢) nu e o functie ci un prototip de functie. Figura 1 arata functia
functia sinc si Figura 2 arata un impuls Dirac ideal.

—6m —4r 27 0 27 L 6
T T T T T T T T T T

sin(x)

—_—

sin(mx)

™

Figura 1: Functiile sinc(¢) si sinc(nt). Observati ca sinc(mt) este mai concentrat
in jurul punctului zero dar are apoi o frecventd mai mare in rest decat sinc(t).
Deci, sinc(nt) este mai “apropiat” de d(t) decat sinc(t). Sursa: wikipedia.

Vezi desenul despre sinc de pa pagina A.
Acum ne intoarcem in (3) cu (4) si obtinem:

o0 o0 i
x(t) :/ a:(T)dT/ e20mw(t=7) g,
— 00

— 00

:/OO z(T)6(t — 7)dr (7)

Cateva exemple:

1. dacd X (w) = 1 atunci z(t) = [7_e*™dw = §(t), adicd: dacd in timp
este un impuls atunci se activeaza tot spectrul, uniform.
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Figura 2: Impus Dirac §(¢). Observati din Figura 2A4sinc(A2nt) se apropie ca
model de §(¢) atunci cand A — oco. Sursa: wikipedia.

2. daca z(t) = 1 atunci X (0) = 1 si zero in rest; adica: este doar componenta
continué (de frecventd zero).

Vezi desenele i) si ii) de pe pagina A.

2 Semnale limitate in frecventa

Avem un semnal z(t) care este limitat in frecventa, adicd: X(w) = 1 cand
w € [-B/2,B/2] si X(w) = 0 altfel. Atunci:

() = /_ O; X (w)eX ™t

B/2
— e2j7rwtdw
/—B/2 (8)

sin(w Bt)
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La fel si pentru cazul invers cand avem un semnal z(t) limitat in timp, adica:



z(t) =1cand t € [-T/2,T/2] si x(t) = 0 altfel. Atunci:

X(w) = /Oo x(t)e 2™t
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Alt exemplu, dacd z(t) = cos(2mwot) = “——1F——— atunci avem doud
impulsuri Dirac in transformata Fourier:

X(w) = %J(wfwo)Jr %6(w+w0). (10)

In Figura 3 aveti o descriere a functiilor despre care vorbim.
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Figura 3: Semnal bloc si sinc in timp si frecventa. Sursa: researchgate.

Vezi desenele iii) si iv) de pe pagina A.



3 Pieptenele Dirac (Dirac comb)

Definim functia Dirac comb, pieptene Dirac:

Ip(t) = i 8(t — nT). (11)

n=—oo
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Figura 4: Pieptenele Dirac IIl7(t). Sursa: wikipedia.

Figura 4 deseneaza functia 7 (¢) (se citeste sha). Functia I (t) este
periodica si poate fi scrisa ca o serie Fourier astfel:

Mr(t) = Y cpe¥™T, (12)

n=—oo

unde coeficientii ¢,, se calculeaza dupa formula

1 (12 -
Cp =— 7 (t)e ™ dt
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De aici rezulta ca:
o0 o0 ) . 1 o0 ) .
Mip(t)= Y 6t—nT)= Y cpe?™T = - > e, (14)

Ultima egalitate pare foarte ciudata, practic spune cd o suma de impulsuri

Dirac este echivalentd cu o suma (infinitd) de functii cosinus. In Figura 5 puteti
sa va convingeti intuitiv.
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Figura 5: Suma de functii cosinus care incep sa aproximeze pieptenele Dirac
I, (¢). Este formula din (14) pentru T'= 2 dar nu mergem de la —oo la oo, ci
doar de la —N la N. Pe mésurd ce N — co avem suma care converge la Il (¢).
Sursa: DSP Illustrations.

Continuam luand transformata Fourier a lui (14) si folosim (4) astfel:
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Adica, transformata Fourier a unui pieptene Dirac cu spatiere T este un alt
pieptene Dirac cu spatiere T1. In calculul de mai sus am folosit din nou (4).
Folosim proprietatea aceasta in sectiunea urmatoare.



4 Esantionare
De ce este important pentru noi acest pieptene Dirac? Pentru ca atunci cand

inmultim o functie f(¢) cu III(¢) facem defapt esantionare. Figura 6 ilustreaza
acest lucru. Folosim I (¢) ca sd esantiondm cu frecventa f, = 7 un semnal.

s(t) X LL+(t) = s,(t)

AN

Figura 6: Esantionarea unui semnal s(t) folosind pieptenele Dirac III1(t) astfel
incat semnalul esantionat este s, (t) = s(t) x Il (¢). Frecventa de esantionare
este fs = % Sursa: wikimedia.

Acum trebuie sa intelegem ce se Intdmpla cu semnalele acestea cand sunt
inmultite. Am discutat deja la curs faptul ca:

1. daci avem de realizat operatia de convolutie in timp (continuu sau discret)
atunci e mai bine sa transformam si sa facem operatia de Inmultire:

r(t) = ft) * g(t) = /:x} f(r)g(t —7)dr = /jo ft—=7)g(t)dr,  (16)

r[n] = flnlxgln] = Y flKlgln—K = Y fln—kKlglk. (A7)

k=—o0 k=—o00

2. convolutie in timp este inmultire in frecventa si Inmultire In timp este
convolutie in frecventa.

Care este legatura cu discutia noastra? In timp facem Inmultirea cu piepte-
nele Dirac deci 1n frecventa vom face convolutia tot cu un pieptene Dirac dar
de alta perioada. Figura 7 ilustreaza acest lucru.

Vezi desenele de pe pagina B care arata un exemplu corect de
esantionare similar cu Figura 7.

5 O veste proasta despre sinc(t)

In realitate functia sinc nu se poate folosi (are suport infinit). Deci in frecvents
nu putem sa filtram perfect. Figura 8 ilustreaza acest lucru. Observati ca in
frecventd apar distorsiuni (ripples) in loc de linii drepte si colturi drepte in
reprezentare. Asta inseamna cé semnalul recuperat nu este perfect semnalul de
la care am pornit. Retineti ca functia sinc are doud probleme:
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Figura 7: Procesul de esantionare cu pieptene Dirac in timp (primul rand) si
in frecventd (al doilea rdnd). Dacd fs > 2B atunci spectrele nu se suprapun
(am presupus cd semnatul z(t) este limitat in banda [—B, B] in sub-figura din
stanga jos). Sursa: Cambridge Signal Processing.

e are suport infinit de la —oo la 0o (deci putem face doar calcule teoretice
cu functia completd).

e cand noi ne aflam la timpul ¢( functia sinc in timpul operatiei de convolutie
vrea sa facd operatii si cu valorile viitoare ale semnalului nostru z(t), adica
avem nevoie s& stim tot semnalul z(¢) pand la 400 si asta nu este mereu
posibil (proprietatea se numeste cauzalitate).

Apendix 1: intuitie suplimentara de la convolutia
polinoamelor

Cum arata convolutia cu un pieptene Dirac in timp discret? Consideram un
polinom R(x) = 1+ x + 222 si polinomul pieptene Dirac I, (z) = 1 + 2 +
220 4 230 4 pentru a € N. Ii spunem acestui polinom pieptene Dirac pentru
ca puterile din polinom sunt egal distantate cu spatiere a. Atunci produsul intre
cele doua polinoame este dat de operatia de convolutie:

R(x),(z) =(1 4+ 2 + 223 (1 + 2% + 22 + 23" +...)
=(1+z+22H)+ Q4+ +22")2 + (1 + 2 +22H)2% 4 ...
=1 Ny 21,2 +ma _’_‘,Ea-‘,-l + 2ma+2 _’_$2a _’_‘,E2a+1 4 2x2a+2 N

(18)
Puteti sa observati cum convolutia cu un pieptene Dirac inseamna ca vom
copia polinomul 1 + z + 222 la locatiile 1, 2%, 2%¢, ... din I, (x). Observati de
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Figura 8: Un sinc complet (infinit) si un sinc trunchiat. Observati distorsiunea
in frecventa pentru cazul trunchiat. Sursa: Open University.

asemenea ca sumele cauzate de fiecare putere din III,(x) nu se suprapun cand
a > 2 si astfel ne este usor sa intelegem cine au fost polinoamele originale care s-
au inmultit. Daci pentru coeficientul unei puteri 2 am avea o suma cumulata
atunci ar putea fi dificil/imposibil si recuperim polinoamenele originale care
s-au Inmultit.

Putem sa transformam rezultatul in ceva familiar. Consideram polinomul
Q(z) =272 + 2271 + 3 + 22 + 2?2 iar I, (z) definim ca mai sus atunci:

Q) (x) =(z72 + 227  + 3+ 2z +2%) (1 + 2 + 22 + 23+ ..)
=z +2x7 ' 434+ 20 +2?) (e F 2 3+ 20+ 2Pt + ...
(19)

Observati cd Q(x) este un polinom simetric in jurul termenului constant 3 si
avem coeficientii descrescitori de la 3 1a 1 (am desena coeficientii ca un triunghi,
analog cum aratd spectrul triunghiular din Figura 7 stanga jos).

Acum, cand nu se suprapun sumele din fiecare paranteza (analog cazului
in care spectrele din Figura 7 dreapta jos nu se suprapun)? Nu se suprapun
cand a > 4. Dacd puterile polinomului Q(x) ar fi de la —B la B (in loc de la
—2 la 2) atunci aceeasi conditie este a > 2B (asta e analog cu semnalele care
in frecventd au spectrul nenul limitat intre —B si B). Asta ar fi echivalentul
“frecventei Nyquist” pentru polinoame (fs; > 2B de la semnale).
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